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Introduccién

Una formulacién adecuada del Programa de Hilbert debe distinguir, en pri-
mer lugar, entre la aritmética formal y la aritmética contentual que aquélla for-
maliza; en segundo lugar, debe distinguir dentro de la aritmética contentual por
lo menos dos niveles de comprensién y evidencia o, dicho de otra manera, de
confiabilidad. El mayor grado de comprensién es el que acompana a la llamada
aritmética finitaria o aritmética intuitivo-contentual. Pero la aritmética contentual
incluye conceptos y métodos que carecen de la transparencia de los conceptos y
métodos finitarios.

Ahora bien, la aritmética formal representa dentro del formalismo los concep-
tos y métodos de la aritmética contentual. El primer paso de la metamatematica
hilbertiana era demostrar la consistencia de la aritmética formal, la cual, desde la
perspectiva de la metamatematica, se reduce a secuencias de simbolos desprovis-
tos total o parcialmente de significado. Asi, el formalismo hilbertiano debe enton-
ces ser calificado como metodoldgico. Dado que la demostracion metamatematica
de consistencia legitimaria los conceptos y métodos de la aritmética contentual
objeto, por ejemplo, de la critica constructivista, esto obliga a que los conceptos y
métodos metamatematicos sean de naturaleza intuitivo-contentual.

En nuestro trabajo pretendemos exponer con mayor detalle las relaciones aqui
sefialadas entre aritmética contentual, aritmética formal y metamatematica intui-
tivo-contentual.

El Programa de Hilbert es una tentativa de minimizar el papel de las conside-
raciones filosoficas cuando se trata de resolver el problema de los fundamentos de
la matematica. Ahora bien, minimizar no implica eliminar por completo. En efec-
to, Hilbert adscribe a una concepcidn filoséfica fundamental —son sus palabras—
que es pensada como una exigencia para el conocimiento cientifico en general: el
llamado punto de vista finito. Las condiciones que tal punto de vista impone se
encuentran de acuerdo, segtn Hilbert, con las establecidas por la teorfa del cono-
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cimiento de Kant. En particular, las mismas condiciones se aplican también al
conocimiento matematico. Escribe Hilbert:

Ya Kant ha ensefado -y por cierto esto constituye una parte significativa de su
teonia-, que la matematica dispone de un contenido asegurado independiente-
mente de toda Iégica y por eso jamds puede ser fundada por la Iégica sola. Por
esto también los esfuerzos de Frege y Dedekind debian fracasar. Aun mds, algo
dado previamente en la representacion es como una precondicién para la utiliza-
cion de inferencias Iogicas y para el funcionamiento de las operaciones I6gicas:
ciertos objetos concretos extra-Iogicos que estdn presentes intuitivamente como
vivencia inmediata, previamente a todo pensamiento. Para que el inferir 16gico
sea seguro, estos objetos deben dejarse ver, de un solo golpe de vista, completa-
mente en todas sus partes, y sumanifestacion, su diferencia, su seniacion recipro-
ca o su concatenacion, son dadas inmediata e intuitivamente, al mismo tiempo
que los objetos, como algo que no se deja reducir a alguna otra cosa o que no
precisa de una reduccion (Hilbert, 1925, pp. 170-171).}

Un analisis detallado de este texto mostraria, segiin nos parece, que Hilbert
apunta aqui fundamentalmente a la necesidad, indispensable para hablar de co-
nocimiento teérico desde el punto de vista de Kant, del tipo de representaciones
que éste denominaba intuiciones. En efecto, para Kant es por medio de intuicio-
nes que los objetos nos son dados, siendo tales representaciones calificadas de
singulares e inmediatas por oposicién a las representaciones conceptuales, uni-
versales y mediatas.

Como es bien conocido, el antilogicismo de Kant se fundamenta precisamente
en la exigencia de un tal componente intuitivo: la matematica es conocimiento
por construccién de conceptos, donde por construir un concepto se entiende ex-
hibir apriori la intuicién que corresponde al mismo. El modelo de esta filosoffa de
la matemitica es la geometria sintética clasica: de nada nos servird analizar el
concepto de tridngulo para conocer que la suma de sus dngulos internos es igual
a dos rectos; es necesario partir para la intuicién, pura y no empirica, cuyo auxilio
indispensable nos permitird establecer la igualdad en cuestién. Luego, podriamos
esperar que Hilbert tuviese en mente la nocién kantiana de construccién ostensiva.
No obstante, el pasaje arriba citado continua con esta observacién sorprendente:

Y, en especial, en la matematica, los objetos de nuestra consideracién son los

signos concretos mismos, cuya figura, siguiendo nuestro punto de vista, es inme-
diatamente clara y reconocible (Hilbert, 1925, p. 171).
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A primera vista, no parece posible afirmar que esta declaracién sea conse-
cuente con la concepcién kantiana arriba descripta. En efecto, las figuras
geométricas no son para Kant signos que estan en el lugar de conceptos; muy por
el contrario, son representaciones intuitivas —especialisimas, es claro- de concep-
tos geométricos. De hecho, una de las peculiaridades de la filosofia de lamatema-
tica madura de Kant es haber abandonado la concepcién leibniziana de las figuras
como signos. Ahora bien, Hilbert no esta aplicando esta concepcién a la geome-
tria y si a la aritmética, lo cual es atin mds sorprendente:

En la teoria de niimeros tenemos los signos numeéricos
1,111,111, 11111,

donde cada signo numérico es intuible y por eso cognoscible que aun 1 siempre
sigue otra vez 1. Estos signos numeéricos —ellos mismos objetos de nuestra consi-
deracién-no poseen en simismos, de ninguna manera, significado (Hilbert, 1925,
p-171)2

Ahora bien, en la teoria de nimeros usamos también otros signos, los cuales
significan algo y sirven para la comunicacién, por ejemplo, el signo 2 como abre-
viatura del signo numérico 11, o el signo numérico 3 como abreviatura del signo
numérico 11 1; més adn, utilizamos los signos +, =, >>y otros que sirven para la
comunicacién de afirmaciones. Asi, 243 = 3 + 2 debe servir para comunicar el
hecho de que se trata del mismo signo numérico, a saber, 1111 1, en cuanto
tomamos cuidado de las abreviaturas utilizadas. De la misma manera, 3 > 2 sirve
para comunicar el hecho de que el signo 11 1 sobrepasa al signo 11, esto es, que
el segundo es una parte propia del primero.

El punto es que aqui algunos estudiosos han visto una suerte de empirismo en
Hilbert: las férmulas numéricas del tipo «2 + 3 =3 + 2» 0 «3 > 2» serian el anadlogo
de los enunciados observacionales de la ciencia empirica. Pero esta lectura es erro-
nea, pues no reconoce un hecho notable: Hilbert concibe el apoyo intuitivo propio
de la aritmética no en términos de la nocién de construccién ostensiva propia de
la geometria, sino en términos de otra nocién de construccion, a saber, la de cons-
truccién simbdlica o characteristica, que Kant reservaba para el dlgebra.

Creemos que con esta lectura algunos malentendidos pueden facilmente des-
hacerse, aunque algunas dificultades permanezcan. En primer lugar, no hay aqui
empirismo alguno: se puede simultaneamente reconocer el caracter a priori de las
verdades matematicas, sin por ello recusar el cardcter necesario de la manipula-
cién simbdlica en matemadtica. El ejemplo ilustre aqui es el de Leibniz y, de hecho,
la nocién de construccién simbdlica es una herencia leibniziana que Kant conser-
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v6 del periodo precritico para €l tratamiento del algebra, aunque no, como ya
dijimos, para la geometria. Una dificultad obvia, observada ya por Eberhard, un
contemporaneo y critico de Kant, es que tal nocién de construccién no podria en
absoluto justificar el carécter sintético del algebra y, agregado nuestro, tampoco el
de la aritmética.

Pero la teoria elemental de nimeros, de cualquier manera, no se agota en las
ecuaciones elementales arriba indicadas. En efecto, la teoria de ndmeros incluye
afirmaciones universales, para las cuales es necesario el recurso a variables y mé-
todos de demostracién para tal tipo de proposiciones. El problema es que el recur-
50 a variables, combinado con el uso de operadores proposicionales o de
cuantificadores, llevan fuera del 4mbito del llamado punto de vista finito, esto es,
conducen a afirmaciones que son interpretables como refiriéndose a una cantidad
infinita en acto de objetos. Un ejemplo de Hilbert ilustra el punto:

Asi, por efemplo, el enunciado que afirma que, sia esunsimbolo numérico, debe
valer siempre

a+l=1+a

desde el punto de vista finito no es pasible de negacion (Hilbert, 1925, p.173).

Lo que estd aqui en juego es el principio de tercero excluido criticado por los
intuicionistas. Tal enunciado es un ejemplo de enunciado ideal o transfinito, sin
sentido desde el punto de vista finito. Naturalmente, Hilbert no propone una re-
duccién de los métodos de demostracién usuales, que envuelven, por ejemplo, el
uso sistemadtico de tercero excluido, sino garantizar su uso. Escribe Hilbert:

[A]si debemos aqui sumar los enunciados ideales a los enunciados finitarios,
para preservar las reglas formales simples de la Iogica aristotélica (Hilbert, 1925,
p-174)°

Lasolucién para este problema, el del agregado de enunciados ideales, se ins-
pira en el dlgebra: no se le atribuye a las afirmaciones universales significado al-
guno, como antes a los signos numéricos. De las mismas pueden derivarse fér-
mulas, a las que se les puede atribuir significado en cuanto las concebimos como
comunicacién de enunciados finitarios. Un tratamiento semejante es dado a las
férmulas existenciales. La matematica asi considerada pasa a ser entendida como
un stock de férmulas: a) de férmulas cuya comunicacién contentual abarca enun-
ciados finitarios; b) de férmulas que no significan nada y que son las figuras idea-
les de la teoria.
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Pero el problema es que las operaciones logicas, cuando son aplicadas a enun-
ciados ideales, ya no tienen la misma confiabilidad que tienen cuando son aplica-
das, de manera restringida, a enunciados finitarios. Se formaliza entonces la 16gica,
que es entendida también como parte del stock de férmulas sin significado finitario.
Se obtiene un sistema formal que incluye como férmulas tanto los enunciados idea-
les cuanto los enunciados finitarios, distincién que es externa al sistema formal. El
objetivo del Programa de Hilbert sera la demostracion de consistencia del sistema
formal, demostracién que es entendida como criterio suficiente para la aceptacién
de conceptos y métodos constructivamente criticables. Pero una demostracion exi-
gira procedimientos que no puedan ser criticados desde tal punto de vista: la
metamatematica es matemdtica contentual-finitaria. Resume Hilbert:

El pensamiento fundamental de mi teoria de la demostracion es el siguiente:
Todo aquello que se relaciona con la matematica en el sentido vigente hasta aho-
ra es fuertemente formalizable de modo que la propria matematica o la matemd-
tica en sentido estricto consiste en formulas. Estas se diferencian de las frmulas
usuales de la matematica s6lo en que ademas de los signos habituales contienen
signos logicos, especialmente aquél para «se sigue» (—) y aquél para «no»(-).
Ciertas formulas que sirven como fundamento del edificio formal de la matema-
tica son llamadas axiomas. Una demostracion es una figura que, como tal, debe
manifestarse a nosotros intuitivamente; consiste en inferencias donde cada una
de las premisas o es un axioma o coincide con la formula final de una inferencia
que aparece anteriormente en la derostracion., esto es, se origina por substitu-
cién en una tal férmula final o por substitucion en un axioma. En lugar del
inferir contentual aparece en la teoria de la demostracion un procedimento exter-
no segtin reglas, a saber, el uso de esquemas de inferencia y el uso de la substitu-
cion. Una férmula debe llamarse demostrable cuando ella es o un axioma o la
formula final de una demostracion.

En cierto modo, una nueva matematica corresponde a la matermadtica propiamen-
te formalizada, la metamatematica, la cual sirve para hacer mas segura aquélla,
en la cual —en contraposicion al modo puramente formal de la matematica en
sentido estricto— aparecen inferencias contentuales, pero solamente para probar
la ausencia de contradiccion de los axiomas (Hilbert, 1931, p. 192).°

Ahora bien, para algunos estudiosos el formalismo hilbertiano serfa extremo: la
aritmética consistiria en secuencias de simbolos sin significado producidas dentro
de un sistema formal. Para otros, especialmente en la literatura reciente, el forma-
lismo de Hilbert seria moderado: en el todo de la aritmética reconoceriamos una
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parte constituida por secuencias de simbolos sin significado —la parte ideal o
transfinita— que tendria como funcién servir de instrumento para la deduccién de
secuencias de simblos con significado —la parte real o finitaria.”

Nuestra tesis, que hemos formulado esquematicamente en otros lugares, es
que el formalismo hilbertiano debe ser calificado como metodoldgico:® es desde la
perspectiva de la metamatematica que la aritmética (o la matematica en general)
se reduce a secuencias de simbolos desprovistos (total o parcialmente) de signifi-
cado.Y esto es asi porque seria la demostracién metamatematica de consistencia
la que legitimaria los conceptos y métodos de la aritmética contentual objeto de la
critica constructivista. Por cierto, esto obliga a que los conceptos y métodos
metamatematicos sean de naturaleza contentual y que exiban, como exige Hilbert,
la misma confiabilidad de los conceptos y métodos de la aritmética finitaria. Pero
esto no implica unareformulacion radical de la matematica que pasaria a ser com-
prendida como un sistema de férmulas sin significado como objeté Hermann Weyl,
pues, como agrega Hilbert:

Los axiomas y los enunciados demostrables, esto es, las formulas que aparecen en
este juego de intercambios son las imédgenes de los pensamientos que han consti-
tuido el proceder corriente de la matematica hasta ahora (Hilbert, 1931, p. 192).°

Para nosotros la sustancia de esta dltima afirmacién citada es la siguiente: no
se puede pretender que una forma de comprensién palmaria, sea bajo la forma de
la intuicién cartesiana, kantiana o intuicionista, acomparie los conceptos y méto-
dos matematicos. El conocimiento matematico exige la utilizacién de un aparato
simbdlico que substituye una comprension epifénica las mas de las veces inalcan-
zable. Se trata aqui mucho mas del pensamiento ciego o conocimiento simbdlico
de Leibniz que de la filosoffa de la matemaética de Kant."” De hecho, la lectura que
Hilbert hace de Kant nos devuelve el Kant precritico, cuya filosoffa de la matemaé-
tica tiene la impronta-de las concepciones de Leibniz.
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Notas

' «Schon Kant hat gelehrt - und zwar bildet dies einen integrierenden Bestandteil seiner Lehre
-, dass die Mathematik iiber einen unabhingig von aller Logik gesicherten Inhalt verfigt und
daher nie und nimmer allein durch Logik begriindet werden kann, weshalb auch die
Bestrebungen von Frege und Dedekind scheitern mussten. Vielmehr ist als Vorbedingung flir
die Anwendung logischer Schliisse und fiir die Betatigung logischer Operationen schon etwas
in der Vorstellung gegeben: gewisse, ausser-logische konkrete Objekte, die anschaulich als
unmittelbares Erlebnis vor allem Denken da sind. Soll das logische Schliessen sicher sein, so
miissen sich diese Objekte vollkommen in allen Teilen iiberblicken lassen und ihre Aufweisung,
ihre Unterscheidung, ihr Aufeinanderfolgen oder Nebeneinandergereihtsein ist mit den
Objekten zugleich unmittelbar anschaulich gegeben als etwas, das sich nicht noch auf etwas
anderes reduzieren lasst oder einer Reduktion bedarf.»
«Und insbesondere in der Mathematik sind Gegenstand unserer Betrachtung die konkreten
Zeichen selbst, deren Gestalt unserer Einstellung zufolge unmittelbar deutlich und
wiedererkennbar ist.»
*  «In der Zahlentheorie haben wir die Zahizeichen
1,11,111,11111

wo jedes Zahlzeichen anschaulich dadurch kenntlich ist, dass in ihm auf 1 immer wieder 1

folgt. Diese Zahlzeichen - selbst Gegenstand unserer Betrachtung - haben an sich keinerlei

Bedeutung.»

“
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«So ist z.B. die Aussage, dass, wenn a‘ein Zahlzeichen ist, stets
a+l=1+a

sein muss, vom finiten Standpunkt nicht negationsfzhig.»

«/...I so haben wir hier zu den finiten Aussagen die idealen Aussagen zu adjungieren, um die
formal einfachen Regeln der iiblichen Aristotelischen Logik zu erhalten.»

«Der Grundgedanke meiner Beweistheorie ist nun folgender:
Alles, was im bisheringen Sinne die Mathematik ausmacht, wird streng formalisiert, so dass
die eigentliche Mathematik oder die Mathematik in engerem Sinne zu einem Bestande an
Formeln wird. Diese unterscheiden sich von den gewdhnlichen Formeln der Mathematik
nur dadurch, dass ausser den gewdhnlichen Zeichen noch die logischen Zeichen,
insbesondere die fiir «folgt» (—) und fiir «nicht» (-), darin vorkommen. Gewisse Formeln,
die als Fundament des formalen Geb#udes der Mathematik dienen, werden Axiome genannt.
Ein Beweis ist eine Figur, die uns als solche anschaulich vorliegen muss; er besteht aus
Schliissen, wo jede der Pramissen entweder Axiom ist oder mit der Endformel eines Schlusses
libereinstimmt, der vorher im Beweise vorkommt, bzw. durch Einsetzung aus einer solchen
Endformel oder einem Axiom entsteht. An Stelle des inhaltlichen Schliessens tritt in der
Beweistheorie ein dusseres Handeln nach Regeln,ndmlich der Gebrauch des Schlussschemas
und der Einsetzung. Eine Formel soll beweisbar heissen, wenn sie entweder ein Axiom oder
die Endformel eines Beweises ist.
Zu der eigentlichen so formalisierten Mathematik kommt eine gewissermassen neue
Mathematik, eine Metamathematik, die zur Sicherung jener notwendig ist, in der -im
Gegensatz zu den rein formalen Schlussweisen der eigentlichen Mathematik - das inahltliche
Schliessen zur Anwedung kommt, aber lediglich zum Nachweis der Widerspruchsfreiheit
der Axiome.» )
Giaquinto (1983), Detlefsen (1979, 1986, 1990, 1993), Smorynski (1988) defienden varian-
tes de interpretaciones instrumentalistas del Prograna de Hilbert que deben ser incluidas
como formalistas moderadas. Giaquinto y Detlefsen insjsten en relacionar las concepciones
de Hilbert con tesis empiristas. La distincién entre interpretaciones formalistas moderadas
y extremas se encuentra en Prawitz (1986).
Lassalle Casanave (1996, 1997, 1998). Hemos encontrado una confirmacién de nuestro punto
de vista en Sieg (1999), quien afirma que el sistema formal, que expresa la matematica
clasica, es programaticamente tomado como un formula game. Nos parece que esto se aproxi-
ma mucho a nuestra nocién de «formatismo metodolégicon.
«Die Axiome und beweisbaren Sitze, d. h. die Formeln, die in diesem Wechselspiel entstehen,
sind die Abbilder der Gedanken, die das iibliche Verfahren der bisherigen Mathematik
ausmachen.»
El papel de la intuicién en la filosoffa de la matemética de Kant ha sido discutido en una
serie de importantes articulos: Parsons (1969), Hintikka (1969), Thompson (1972). En parti-
cular, el problema de la conexién entre la nocién de construccién simbélica y la aritmética
parece ser de muy dificil solucién. Una discusién més reciente acerca de este tépico puede
verse en Young (1982)'y Ferrarin (1995). En nuestra opinién, parte de las dificultades resul-
tan de no haber sido observado que la nocién de construccién simbdlica se origina en la de
conocimiento o pensamiento simbélico de Leibniz, nocién que no resuilta simple de com-
patibilizar con la concepcién madura de Kant. Esta cuestién nos parece que tiene conse-
cuencias en la interpretacion del Programa de Hilbert, pues, por ejemplo, en Parsons (1998)
encontramos una discusién acerca de las relaciones entre conocimiento intuitivo y finitismo,
que para nosotros deberfa ser entre conocimiento simbdlico y finitismo. No ignoramos que
en el § 59 dela Critica del Juicio, Kant sostiene que la oposicién entre conocimiento intuitivo
y simbélico es incotrecta, pues simbélico se contrapone a esquematico como dos tipos de
conocimiento intuitivo, mientras que intuitivo se contrapone a discursivo. Pero el problema
se encuentra claramente en explicar en que sentido esquematico (construccién ostensiva) y
simbdlico (construccién characteristica o simbélica) son tipos de conocimiento intuitivo. Y
eso Kant no lo hace.
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